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сти, благоприятным перераспределением легирующих элементов.  
Модифицирование стали 15ХЗМ1ФЛ церием повышает комплекс 
механических свойств как в исходном состоянии, так и после продол-
жительных выдержек при температурах 300, 450 и 565 °С.  
Присадка церия способствует измельчению зерна и формирова-
нию дисперсной карбидной фазы. 
 
1.Крещановский Н.С., Сидоренко М.Ф. Модифицирование стали. – М.: Металлур-
гия, 2000. – 210 с. 
2.Переверзев Е.С. Спектральный анализ случайных процессов в задачах точности 
и надежности // Техническая механика. – 2007. – № 2. – С.80-91. 
3.Бурлаченко О.В. Концептуальная модель управления эксплуатационными свой-
ствами машин и технологического оборудования // Изв. вузов. Машиностроение. – 2003. 
– №7. – С.30-32. 
4.Любченко А.П. и др. Учет условий эксплуатации машин при решении задачи 
унификации технологических комплексов // Проблемы техники. – 2003. – №1. – С.77-81. 
Получено 11.11.2009 
 
УДК 539.3 : 624.21 
 
В.С.ШМУКЛЕР, д-р техн. наук, А.А.ЧУПРЫНИН, канд. техн. наук,  
Р.АББАСИ 
Харьковская национальная академия городского хозяйства 
  
МЕТОД НАТУРНЫХ ИСПЫТАНИЙ ПЛИТ И ОБОЛОЧЕК 
 
Рассматриваются методология проведения и устройство нагружения, реализую-
щие экспериментальные испытания оболочечных конструкций при действии кратковре-
менных и длительных нагрузок. Особо отмечено, что разработанные алгоритмы после-
довательности экспериментов могут применяться непосредственно на строительной 
площадке без остановки основного производства. Учитывая следящий характер нагру-
жения, предлагаются способы вычисления приведенных и корректирующих возмуще-
ний. Предложенный метод испытаний защищен патентом Украины [1]. 
 
Розглядаються методологія проведення й устрій навантаження, що реалізують 
експериментальні випробування оболонкових конструкцій при дії короткочасних і три-
валих навантажень. Особливо відзначено, що розроблені алгоритми послідовності екс-
периментів можуть бути застосовано безпосередньо на будівельному майданчику без 
зупинки основного виробництва. З огляду на особливості навантаження, пропонуються 
способи обчислення наведених і коригувальних збуджень. Запропонований метод ви-
пробувань захищений патентом України [1]. 
 
We consider the methodology of the device and loading, a pilot test of shell structures 
under the action of short-and long-term loads. Emphasized that the algorithms developed se-
quence of experiments can be applied directly to the construction site without stopping the 
main production. Given the nature of the load tracking, proposed methods for calculating and 
correcting the above perturbations. The proposed test method has been patented in Ukraine [1]. 
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Создание и совершенствование конструкций, установление уров-
ня безопасности и надежности существующих и возводимых элемен-
тов, в совокупности с репрезентативностью применяемых расчетных 
моделей, предопределяют необходимость проведения натурных испы-
таний [2, 3]. В пользу сказанного можно привести и ряд других аргу-
ментов. Например, необходимость учета специфики сопротивления 
материалов новых видов, целесообразность оптимизации конструк-
тивных параметров, уточненный учет условий опирания, а также воз-
никающих полей перемещений и нагрузок, исключение влияния мас-
штабного фактора, необходимость проведения качественного и кор-
ректного тестирования многофакторных математических моделей  и 
многое другое. Тем не менее, и это хорошо известно, натурные экспе-
рименты представляют собой весьма дорогостоящий и времяемкий 
процесс. Однако, альтернатива этим исследованиям в виде лаборатор-
ных испытаний или теоретического моделирования либо достаточно 
условны, либо неточны. В связи со сказанным, представляется пер-
спективным развитие методов натурных экспериментов, но с учетом 
концепции Рене Декарта – любая экономия, в конечном итоге, есть 
экономия времени. 
В настоящей работе для экспериментального исследования тон-
костенных конструкций в виде плит и (или) оболочек предлагается 
новый метод, использующий специальное устройство для натурного 
нагружения их вертикальными кратковременными и длительно дейст-
вующими нагрузками [1]. Суть его сводится к следующему. На внеш-
ней, как правило, верхней поверхности конструкции создается емкость 
(бассейн) заданной конфигурации для воды. Для этого используются 
плоские панели облегченного типа или цилиндры произвольной фор-
мы и без днищ. Внутри емкостей укладывается гидрофобная пленка. 
Вода в емкости подается и отводится по гибким трубопроводам. Уро-
вень воды в емкости регулируется автоматически запорным клапаном 
в соответствии с показаниями на линейке, закрепленной на одной из 
бортовых панелей. Подобное возможно благодаря уникальному значе-
нию плотности воды γ=1 т/м3. Остановимся на конструктивных осо-
бенностях устройства конструкции. Так, на рис.1 изображено описан-
ное выше устройство для натурного испытания на вертикальные на-
грузки плит и оболочек покрытий и перекрытий, на рис.2 – его фрон-
тальная проекция. Устройство содержит собственно исследуемую кон-
струкцию 1, установленную на опоре 2, которая может являться ча-
стью конструкции, щиты, создающие резервуар, установленные по 
контуру нагруженной области 3, подводящие 4 и отводящие 5 патруб-
ки, водонепроницаемую пленку 6. Внутри резервуара могут быть рас-




положены водонепроницаемые подвижные щиты (панели) 7, разде-
ляющие его на изолированные ячейки, заполненные водой 8. Исполь-
зование пленки для гидроизоляции обусловлено тем, что она имеет ряд 
преимуществ перед другими материалами. В частности, это относительно 
невысокая ее стоимость, а также стоимость работ по укладке, долговеч-
ность, возможность сварки полимерных элементов, надежность, высо-
кая оборачиваемость, простота предания ей разнообразных форм для 
изоляции ячеек. Такими свойствами обладают многие органические 





Рис.1 – Вид установки в плане Рис. 2 –Фронтальная проекция установки 
 
Кроме перечисленных достоинств конструкции следует отметить 
простоту стыковки ее с системой измерения. Проведенный анализ по-
казал, что большие геометрические размеры строительных конструк-
ций и значительная стоимость проведения натурных испытаний, пре-
допределяют проведение массовой тензометрии с целью получения 
возможно более полных данных о поведении конструкции. Обработка 
этих данных непосредственно в процессе эксперимента и после его 
завершения позволяет не только оценить характеристики конкретной 
конструкции, но и усовершенствовать методы ее расчета. Не менее 
интересным моментом, на наш взгляд, является также возможность 
объединения систем нагружения и измерения. В связи с этим рассмот-
рим особенности такого процесса. 
На рис.3 представлена структурная схема разработанной нами ав-
томатизированной подсистемы научных исследований (АСНИ) для 
натурных силовых испытаний конструкций [4]. В качестве параметров, 
которые требуется установить при испытаниях, приняты уровни на-
гружения и величины перемещений. Ступени нагружения устанавли-
ваются, например, по уровню воды в емкости. Величины перемещений 
в различных частях конструкции фиксируются первичными преобра-




зователями (ПП) и передаются на регистрирующую систему измери-
тельного комплекса. В процессе разработки системы были изготовле-
ны ПП перемещения в виде индуктивных датчиков и составлена кине-
матическая схема измерения. Она включает механические прогибоме-
ры типа 6ПАО, а также блоки и нити, которые перед испытанием со-
бираются в передающие цепи. 
В процессе испытания задающая система измерительного ком-
плекса передает команды на снятие отсчетов датчиками ПП, причем, 
многократно в течение большого промежутка времени (3,5 ч) и с за-
данными временными интервалами (5 мин). В качестве регистрирую-
щего устройства принята измерительная система СИИТ-2, предостав-
ляющая возможность многократного измерения сигналов датчиков и 
преобразующая их результаты в цифровой вид. Последнее значительно 
ускоряет процесс сбора, обработки и передачи информации. 
В настоящее время тензометрические системы СИИТ-3 (100 ка-
налов) и СИИТ-2 (1000 каналов) являются наиболее эффективным 
средством для решения задач массовой тензометрии благодаря таким 
их качествам, как высокая надежность, точность измерений, неболь-
шие габаритные размеры и относительно низкая стоимость. 
Для расширения сервисных возможностей к измерительно-
информационной системе типа СИИТ подключается персональная 
ЭВМ с соответствующим прикладным программным обеспечением. В 
качестве последнего использован комплекс "ПОРТ", разработанный в 
Харьковском аэрокосмическом университете и адаптированный для 
описываемой подсистемы АСНИ. "ПОРТ" имеет простую специализи-
рованную базу данных, размещенную в четырех файлах прямого дос-
тупа. Результаты обработки представляются в табличной и графиче-
ской формах. "ПОРТ" реализован в виде комплекса программ, вклю-
чающих: 
•  программу подготовки эксперимента, обеспечивающую "дру-
жественный" ввод исходных данных, встроенную систему контекст-
ных подсказок и "поводыря", существенно облегчающих ввод характе-
ристик ПП, материалов и т.д., а также конфигурирование схемы ком-
мутации измерительных каналов; 
•  программу сбора показаний, обеспечивающую проверку рабо-
тоспособности измерительных систем и ПП, оперативное представле-
ние результатов эксперимента в форме таблиц и графиков, сбор пока-
заний в "ручном" (по командам оператора) или автоматическом (по 
таймеру) режимах; 
•  программу обработки показаний ПП, реализующую традицион-
ные методы одиночной и групповой обработки тензометрической ин-




формации. Результаты обработки деформаций и напряжений сопрово-
ждаются оценками их достоверности. Они аппроксимируются различ-
ными моделями: линейное упругое деформирование, пластическое 
деформирование, сжатие с изгибом (потеря устойчивости), кусочно-
линейное упругое деформирование и т.д. При этом каждая из моделей 
идентифицируется устойчивыми статистическими методами и может 
применяться для прогнозирования деформаций, напряжений и крити-
ческих нагрузок. По результатам обработки показаний одно- и двусто-
ронних тензорозеток (прямо- и равноугольных) выдаются все парамет-
ры плоского напряженного состояния; 
•  программу представления результатов обработки эксперимен-
тов, обеспечивающую формирование готового отчета, содержащего 
материалы в табличной и графической формах, вид которых может 
быть скорректирован по желанию пользователя. 
Структурная схема АСНИ предусматривает управляющие связи 
от задающего узла к силовой установке, показанные на рис.3 Функ-











Рис.4 – Функциональная схема измерительного 
комплекса 
 
Работа комплекса осуществляется следующим образом. Сигналы 
от датчиков линейных перемещений поступают на вход блоков дис-
танционного релейного переключения (БДРП), работой которых 
управляет блок распределения (БР). Метод выбора каналов – адрес-










ступающим в блок изме-
рения (БМ) от ПЭВМ 
(рис.5) через интерфейс 
ИК. В соответствии с 
этим кодом вырабатыва-
ются управляющие сиг-
налы номера БДРП и номера датчика. Эти сигналы от блока измерения 
(БИ) поступают на БР и далее на выбранный БДРП, обеспечивая под-
ключение выбранного датчика к измерительным линиям.  
Импульс вывода из ЭВМ кода номера канала одновременно явля-
ется сигналом запуска БИ. По этому сигналу записывается выбранная 
измерительная схема и начинается процесс измерения. 
Функционирующая прикладная программа обеспечивает цикли-
ческое повторение процессов измерения, что позволяет опросить за-
данную группу датчиков и получить в памяти ЭВМ соответствующий 
массив данных. Таким образом, предлагаемая измерительная система 
не только предоставляет пользователю высокий сервис при сборе и 
обработке необходимой информации, но и является основным звеном 
управляющей автоматизированной системы испытаний строительных 
конструкций. Ее эксплуатация обуславливает новый качественный 
уровень исследований и порождает эффективные подходы при изуче-
нии больших систем. 
Рассмотренный метод обеспечивает реализацию активного на-
гружения, разгрузки, повторных циклов, длительных загружений, он 
также допускает организацию нескольких ванн (путем установки пере-
городок), что дает возможность моделирования симметричных и не-
симметричных фрагментарных загружений конструкции (полосовая 
нагрузка через пролет и сплошная по всей площади).  
Эти и другие виды нагружения можно смоделировать с помощью 
описанной выше установки. Так, на рис.6 показан общий вид установ-
ки, а на рис.7 – смонтированный резервуар для создания распределен-
ной по всей площади перекрытия распределенной нагрузки. 
На рис.8 подвижные щиты установлены таким образом, чтобы 
смоделировать полосовую нагрузку. Кроме того, данная установка 
позволяет  создавать нагрузку,  границы  которой  ориентированы под  
Рис.5 




любым углом к сторонам перекрытия, например, по диагонали (рис.9). 
На рис.10 расстановка щитов обеспечивает нагружение в произ-
вольных ячейках. Кроме того, существует возможность моделирования 
локального приложения нагрузки, когда она распределена на участке 



























Предложенный метод применим также для проведения неразру-
шающих испытаний конструкций, реализуемых непосредственно на 
строительной площадке без остановки основного производства и 
больших затрат. 
Важным обстоятельством является возможность плавной (моно-
тонной) подачи нагрузки, что обеспечивает (в отличие от большинства 
традиционных методов) строгое установление переходов конструкции 
и материалов из одного состояния в другое (появление пластических 
деформаций, образование трещин, проявление бифуркаций и т.д.). 
Тем не менее, предложенная система нагружения имеет опреде-
ленную особенность. Она состоит в том, что на исследуемую конст-
рукцию воздействует следящая нагрузка. Величина нагрузки в данном 
случае зависит от полученных прогибов, которые, в свою очередь, за-
висят от уровня нагрузки. В результате при нагружении исследуемого 
элемента первоначально равномерно распределенной нагрузкой, после 
деформирования уровень воды меняется, и будет различным в нагру-
женной области. Это приводит к изменению величины прогибов, и, 
следовательно, к изменению уровня распределенной по площади на-
грузки. Обозначенное обстоятельство особенно влияет на искажение 
поля деформаций при длительных нагружениях, при которых за счет 
ползучести и реологической изменчивости жесткостных параметров, 
рост прогибов может достигать существенных величин. В связи со 
сказанным следует оценить влияние следящего характера нагрузки на 
процесс деформирования плиты (оболочки). С этой целью рассмотрим 
изгиб изотропных тонких пластин, напряженно-деформированное со-
стояние которых может быть описано уравнением Софи Жермен. К 
данному уравнению следует присовокупить граничные условия, кото-
рые должны соответствовать реальным условиям закрепления. Без су-
жения общности рассуждений, примем контурное шарнирное опира-
ние пластины. Расположив начало глобальной системы декартовых 
координат в одном из углов пластины, для кромки  x = 0  получим: 
x 0W 0= = ; 
2 2
x x 0 2 2
W WM D 0
x y=
∂ ∂ 
= − + ν = ∂ ∂ 
,                        (1) 
где W(x, y)  – прогиб пластины; x,уM  – изгибающий момент вдоль 
оси х. 
Аналогично можно записать граничные условия для остальных 
трех кромок. Решение краевой задачи в данном случае заключается в 
том, чтобы найти функцию прогиба срединной поверхности, удовле-
творяющую  разрешающему  уравнению  и  условиям  закрепления,  а  





2 2 q(x, y)W(x, y) ;
D







= =∂ ,                                                 (3) 
где q(x, y)  – заданная нагрузка на пластину; D – цилиндрическая же-
сткость; Г – граница области;  n – нормаль к границе. 
Согласно методу Навье [5], решение (2) представим в виде двой-
ного тригонометрического ряда по синусам. Такое представление про-
гиба позволяет точно удовлетворить граничным условиям. Внешнюю 
нагрузку при этом также представим в виде двойного тригонометриче-
ского ряда.  
Интерес для рассматриваемой задачи представляют частные слу-
чаи нагружения, такие как равномерно распределенное по всей площа-
ди плиты: 
0q(x, y) q const= = ,                                            (4) 
и следящая нагрузка, величина которой зависит от прогибов, возни-
кающих в пластине. Такое нагружение реализуется, например, в том 
случае, когда рассматривается деформирование нагруженной водой 
плиты, уровень которой поддерживается и остается постоянным: 
0q(x, y) q w(x, y)= + γ ⋅ .                                           (5) 
Здесь 0q  – величина нагрузки в недеформированном состоянии, кото-
рая остается неизменной в процессе деформирования и состоит из соб-
ственного веса плиты и равномерного давления воды; γ  – удельный 
вес воды. 
В отличие от (2) напряженно-деформированное состояние пла-
стины под действием следящей нагрузки (5) можно записать в виде: 
2 2
0D W(x, y) q W(x, y)∇ ∇ = + γ ⋅  
или 
                                
2 2 q(x, y)W(x, y) W(x, y)
D D
γ∇ ∇ − = .                    (6) 
Решение (6) также будем искать в виде двойного тригонометри-
ческого ряда по синусам, удовлетворяющего граничным условиям (3). 
Это неоднородное дифференциальное уравнение четвертого порядка в 
частных производных эллиптического типа. Оно также, как и уравне-
ние Софи Жермен, содержит бигармонический оператор Лапласа и по 




форме соответствует уравнению изгиба тонких пластин на упругом 
основании с отрицательным коэффициентом постели. 
На основании введенных положений: 
N M
nm
n 1 m 1
n nW(x, y) a sin x sin y
a b
= =
pi pi   
=    
   
∑∑ ,                           (7) 
где a, b – размеры пластины вдоль осей х и у. 
N M
nm
n 1 m 1
n nq(x, y) q sin x sin y ,
a b
= =
pi pi   
=    
   
∑∑                                (8) 
а коэффициенты nmq  находятся, согласно разложения Фурье. 
Коэффициенты в разложении прогибов nma  в обоих случаях бу-
дем искать, подставив выражение прогибов (7) в исходные уравнения 
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    pi +    
    
pi pi   ×    















   γ    pi + −     
      
pi pi   ×    




При 0q(x, y) q=  решение представлено в табл.2. 
Для практического использования выражение для прогибов удоб-
но представить в таком виде: 4 3max 0w q a Eh= α , где α  − коэффици-
ент, зависящий от соотношения сторон пластины: 
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pi pi   
   
   
=
pi    γ    + −     
      
∑∑ . 
Максимальный прогиб будет в центре пластинки (при x=a/2, y=b/2), 3 2D Eh 12(1 )= − ν , 
здесь Е – модуль деформаций 1-го рода; ν – коэффициент Пуассона; h – толщина пла-
стины: 
( )0 2max 6 3
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= − ν ×
pi
pi pi   
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pi
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   
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 γ − ν     + −     
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Для следящей нагрузки * *kα = ⋅ α , где *k  – коэффициент при-
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= =
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pi pi   
   
   
  +   
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=
pi pi   
   
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 γ − ν   + −   
    
∑∑
∑∑
.            (9) 
Проведенные численные исследования показывают, что при за-
гружении железобетонных жестких плит указанным выше способом, 




который приводит к возникновению следящей нагрузки, напряженно-
деформированное состояние в большинстве случаев не слишком силь-
но отличается от плиты, нагруженной равномерно распределенной 
нагрузкой (при больших пролетах и нагрузках разница может дости-
гать 3-5%). Тем не менее, можно отметить основные факторы, которые 
влияют на разницу в прогибах и возникающих в плите напряжениях: 
толщина плиты, условия опирания, уровень нагружения, длина проле-
та, соотношение сторон для прямоугольной плиты. В некоторых слу-
чаях, например, для опертой шарнирно по краям плиты, можно анали-
тически определить область, в которой допустимо не учитывать сле-
дящий характер нагружения. В табл.3-12 приведены отклонения (в 
процентах) между прогибами плит, нагруженных равномерно распре-
деленной нагрузкой и следящей. В расчетах варьируется толщина пли-
ты h (10-30 см) и уровень нагружения q/q0 (от 0 до 2), где q0 – собст-
венный вес конструкции. 
На рис.12-21 показаны зоны, в которых необходимо учитывать 
следящий  характер нагружения (темная часть диаграммы) и можно 
рассматривать его как равномерно распределенное (светлая часть диа-
граммы). Приведенные  зависимости  получены  для  квадратных  плит 
железобетонных перекрытий с величиной пролета  l = 3÷12 м. 
Анализ полученных данных позволяет оценить влияние каждого 
из вышеперечисленных факторов на напряженно-деформированное 
состояние плит. Это дает возможность связать величину условно рав-
номерно распределенной нагрузки и равномерной нагрузки соотноше-
нием 
*
0 1 2 3 4 0q k k k k q= ,        (10) 
где *0q  – условно равномерно распределенная нагрузка, эквивалентная 
расчетной равномерной нагрузке; 0q  – расчетная равномерная нагруз-
ка; k1 – базовый коэффициент, который зависит от условия опирания 
железобетонной плиты. Для шарнирноопертой плиты k1=0,978, для 
жесткозащемленной по всем сторонам соответствует коэффициент 
k1=0,989. Если плита опирается на четыре колонны по ее углам, что 
соответствует расчетной схеме безбалочного перекрытия k1=0,986; k2 – 
коэффициент, который учитывает уровень расчетной нагрузки, и вы-
бирается согласно графику, приведенному на рис.22. Здесь 0 pq / q  – 
отношение расчетной нагрузки к удельному весу плиты; k3 – коэффи-
циент,    учитывающий    соотношение    длины пролета   l   и   толщи-
ны   плиты    h,    и    выбирается    согласно    графику, приведенному 
на рис.23; k4 – коэффициент, который учитывает форму плиты и выби- 




Таблица 3 (пролет 3 м)                             Таблица 4 (пролет 4 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,011 0,017 0,025 0,037 0,056 
0,5 0,020 0,030 0,045 0,067 0, 100 
1 0,036 0,053 0,080 0,120 0,180 
1,5 0,064 0,096 0,144 0,217 0,325 
2 0,115 0,173 0,260 0,390 0,585 
 
Таблица 5 (пролет 5 м)                             Таблица 6 (пролет 6 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,016 0,024 0,036 0,054 0,081 
0,5 0,029 0,043 0,065 0,097 0,146 
1 0,052 0,078 0,117 0,175 0,262 
1,5 0,093 0,140 0,2104 0,315 0,472 
2 0,168 0,252 0,378 0,567 0,850 
 
Таблица 7 (пролет 7 м)                             Таблица 8 (пролет 8 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,025 0,038 0,056 0,084 0,127 
0,5 0,045 0,068 0,101 0,152 0,228 
1 0,081 0,122 0,182 0,273 0,410 
1,5 0,146 0,219 0,328 0,492 0,738 
2 0,262 0,394 0,590 0,886 1,329 
 
Таблица 9 (пролет 9 м)                             Таблица 10 (пролет 10 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,040 0,060 0,090 0,135 0,203 
0,5 0,072 0,108 0,162 0,243 0,365 
1 0,130 0,194 0,292 0,437 0,656 
1,5 0,233 0,350 0,525 0,787 1,181 
2 0,420 0,630 0,945 1,417 2,126 
 
Таблица 11 (пролет 11 м)                            Таблица 12 (пролет 12 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,080 0,120 0,180 0,270 0,405 
0,5 0,144 0,216 0,324 0,486 0,729 
1 0,259 0,389 0,583 0,875 1,312 
1,5 0,467 0,700 1,050 1,575 2,362 
2 0,840 1,260 1,890 2,834 4,252 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,010 0,015 0,023 0,034 0,051 
0,5 0,018 0,027 0,041 0,061 0,091 
1 0,032 0,049 0,073 0,109 0,164 
1,5 0,058 0,087 0,131 0,197 0,295 
2 0,105 0,157 0,236 0,354 0,531 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,013 0,020 0,029 0,044 0,066 
0,5 0,023 0,035 0,053 0,079 0,118 
1 0,042 0,063 0,095 0,142 0,213 
1,5 0,076 0,114 0,171 0,256 0,384 
2 0,136 0,205 0,307 0,614 0,691 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,020 0,030 0,045 0,068 0,101 
0,5 0,036 0,054 0,081 0,122 0,182 
1 0,065 0,097 0,146 0,219 0,328 
1,5 0,117 0,175 0,262 0,394 0,590 
2 0,210 0,315 0,472 0,709 1,063 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,030 0,045 0,068 0,101 0,152 
0,5 0,054 0,081 0,122 0,182 0,273 
1 0,097 0,146 0,219 0,328 0,492 
1,5 0,175 0,262 0,394 0,590 0,886 
2 0,315 0,472 0,709 1,063 1,594 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0 0,060 0,090 0,135 0,203 0,304 
0,5 0,108 0,162 0,243 0,365 0,547 
1 0,194 0,292 0,437 0,656 0,984 
1,5 0,350 0,525 0,787 1,181 1,771 
2 0,630 0,945 1,417 2,126 3,189 




рается согласно рис.24. Здесь a / b  – 
отношение меньшей стороны к боль-
шей в прямоугольной плите. 
Полученные результаты могут 
быть распространены и на другие сис-
темы, в частности, оболочки. Исходя из 
этого рассмотрим процедуру формиро-
вания разрешающих уравнений и ре-
шения для стандартного и следящего 





Рис.13 – Зона, в которой  
необходимо учитывать  
следящий характер  
нагружения  
при l=4 м 
Рис.14 – Зона, в которой  
необходимо учитывать  
следящий характер  
нагружения при l=5 м 
 
Рис.15 – Зона, в которой 
необходимо учитывать 
следящий характер 
нагружения при l=6 м 
Рис.16 – Зона, в которой 
необходимо учитывать 
следящий характер  
нагружения при l=7 м 
Рис.17 – Зона, в которой  
необходимо учитывать  
следящий характер 
 нагружения при l=8 м 
 
Рис.18 – Зона, в которой  
необходимо учитывать  
следящий характер 
 нагружения при l=9 м 
Рис.12 – Зона, в которой необходимо 
учитывать следящий характер  
нагружения при l=3 м 




   
Рис.19 – Зона, в которой 
необходимо учитывать 
следящий характер  
нагружения при l=10 м 
Рис.20 – Зона, в которой 
необходимо учитывать 
следящий характер нагру-
жения при l=11 м 
 
Рис.21 – Зона, в которой  
необходимо учитывать  
следящий характер  
нагружения при l=12 м 
 
 




Рис.23 – Коэффициент, учитывающий  
соотношение длины пролета и толщины 
 
 








Как показано в [6], система уравнений теории оболочек большого 
прогиба имеет вид: 
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( )1W α β  – прогиб; ( )1ϕ α β  – функция напряжений; h  – толщина обо-
лочки; f – упругая постоянная, связывающая модули деформации 1-го  









; υ  – ко-
эффициент Пуассона; 1k kα β – кривизны оболочки в направлении осей 
"""" βα соответственно; 1α β – координаты триортогональной систе-
мы, 
 
( ) 2 21 1 2 3 4 5 6E E E E E E Eα β = + α + β + αβ + α + β  .              (12) 
Здесь ( )LE 1 L 6≤ ≥ – постоянные, определяемые из условия 
минимума квадратичных отклонений значений модулей деформаций, 
полученных в отдельных точках области, от вычисляемых по (12). 
Решение системы (11) разыскивается приближенно методом Буб-
нова-Галеркина в виде: 
                                 
11 1
11 1




                                          (13) 
где  11P  и 11D  – неизвестные постоянные;  1 1U V sin sina b
piα piβ
= =  – 
базисные функции; a,b – размеры оболочки в плане (рис.3). 
Выбор базисных функций производится из условия контурного 
шарнирного опирания конструкции. 
Напряжения на основании (13) определяются по формулам: 



















σ = ⋅ ∂β
∂ ϕ
σ = ⋅ ∂α
∂ ϕ
τ = − ⋅ ∂α∂β
                                    (14) 
В результате применения процедуры Бубнова-Галеркина к (11) с 
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γ Ω + pi + γ Ω
                         (15) 
где *q  – безразмерный параметр нагрузки; ξ – безразмерный параметр 
прогиба; 
22 k bk aX ,Xh h
βα
α β= =  – безразмерные параметры кривиз-
ны; 
a
bγ =  – соотношение сторон оболочки;  
( )[ ]k LE 1 k 5 :1 L 6Ω ≤ ≥ ≤ ≤  – функции в частном случае 
( )1E E constα β = = ; 1 2 3 4 50; 1; 1; 0; 0Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = , 
получаем известное решение [6]. 
На первом шаге итераций для определения зависимости «нагруз-
ка-прогиб» полагаем: 
1 0E E=   и  LE 0=    (2 ≤  L ≤  6),                                 (16) 




=ξ  определяем верхнее и нижнее критиче-
ские значения параметра прогиба 
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α β α β
+γ pi  ξ = + ± + − + Ω + Ω − Ω ×  
− γ γ pi  
 × γ Ω +pi +γ Ω 
 (17) 
Оболочки, для которых при расчетах под радикалом в (17) полу-
чается отрицательное выражение, следует отнести к пластинам или 
вспарушенным панелям (рис.26). Аналогично работают и оболочки 
отрицательной гауссовой кривизны. При равенстве нулю подкоренно-
го выражения в (17), имеем случай конструкций, являющихся гранич-
ными между пластинами и оболочками, а при положительной опреде-
ленности радикала – случай пологих оболочек. После нахождения без-
размерного параметра  прогиба определяются постоянные P11 и D11 в 
(13). Далее по формулам теории пластичности определяем интенсив-








α α β β αβ
α α β β αβ
σ = σ − σ σ + σ + τ
ε = ε + ε ε + ε + γ
                                 (18) 




где  iσ  – интенсивность напряжений;  ε i – интенсивность деформа-
ций; , ,
α β σβσ σ τ – нормальные и касательные напряжения; , ,α β αβε ε γ  – 
осевые деформации и деформация сдвига.  
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Рис.26 – Возможные виды зависимости «нагрузка - прогиб», 
 получаемые при расчетах для упругих оболочек большого прогиба [6] 
 
 
Получив величины модулей деформаций в различных точках об-
ласти, строится аппроксимирующий полином (в смысле квадратичных 
приближений) в виде полного уравнения поверхности второго поряд-
ка. Эта процедура приводит к необходимости решения на каждом шаге 
итераций матричного уравнения  
S E K,× =                                        (19) 
где    S – квадратная матрица 6-го порядка (матрица координат) 
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 – матрица-столбец правых частей уравнения (19).                
Здесь m – число точек. 
Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока не будет 
выполнено неравенство 
 
n 1 nE ( , )d E ( , )d−
Ω Ω
α β Ω − α β Ω ≤ δ∫ ∫ ,                      (20) 
δ − известная постоянная. 
В случае задачи об оценке напряженно деформированного со-
стояния оболочки выражение (15) преобразовывается к кубическому 
уравнению, которое  затем решается  точно с использованием формул  




Кардана и гиперболо-тригонометрических подстановок. 
Рассмотрим далее деформирование тонких оболочек двоякой га-
уссовой кривизны (в общем случае), нагруженных водой. В нагружен-
ном состоянии на оболочку кроме собственного веса будет действо-
вать давление воды. Для недеформированной оболочки давление воды 
будет меняться согласно ее очертанию. Кроме того, появится дополни-
тельное давление, связанное с перемещением точек на поверхности 
оболочки, то есть, как и при изгибе пластин проявится следящий ха-
рактер нагружения. Рассмотрим величину и способы учета дополни-
тельных слагаемых для прямоугольных в плане оболочек (с размерами 
a по оси α и b по оси β, приняв начало глобальной системы координат 
в углу основания оболочек) и считая, что вода полностью их покрыва-
ет. 
Давление жидкости направлено по нормали к поверхности тела. 
Величина его, с учетом неизменной плотности, будет зависеть от вы-
соты столба воды в каждой точке. За начало отсчета примем макси-
мальный уровень воды (H), т.е. для нижних точек наружной поверхно-
сти, на остальных участках нагруженной поверхности он будет мень-
ше:  
H(Z) = Н – z,                                            (21) 
где  z – координата, перпендикулярная основанию.  
Далее рассмотрим величину дополнительного давления, вызван-
ного перемещением точек на поверхности оболочки. Решение задачи 
изгиба тонких оболочек дает вектор перемещений точек срединной 
поверхности в криволинейной системе координат: U(U,V, W) , где U и 
V – компоненты перемещений точки в массиве оболочки в направле-
нии α и β соответственно; W – по нормали к поверхности оболочки 
(направление z). Вектор перемещений в глобальной системе коорди-
нат: zU(U , U , U )α β . Уровень давления воды будет меняться на вели-
чину, пропорциональную перемещению точки в вертикальном направ-
лении Uz. Связь между компонентами вектора перемещений в локаль-
ной (криволинейной) и глобальной системах координат можно полу-
чить, используя преобразование: 
[ ]z(U , U , U ) J (U,V, W)α β = ⋅ , 
где  [J] – матрица поворота, коэффициенты которой равны косинусам 
между осями локальной и глобальной систем координат, тогда: 
 
zU U cos(k Z) V cos(k Z) W cos(n Z)α β= ∧ + ∧ + ∧ ,            (22) 
где   kα , kβ – касательные  к оболочке  в  направлении  α  и  β соответ- 




ственно;   n – нормаль к поверхности. 
C учетом вышесказанного давление воды в произвольной точке 
деформируемой оболочки будет: 
( )В zp H Z U= γ − + .                                 (23) 
Для оболочек, в отличие от пластин, нельзя аналитически опреде-
лить область, в которой допустимо не учитывать следящий характер 
нагружения. В этом случае только численно определяется коэффици-
ент приведения неравномерно распределенной следящей нагрузки к 
равномерно распределенной: 
* *
0 0q k q= .                                      (24) 
Рассмотрим деформирование квадратной в плане оболочки 
(a=b=l) нулевой гауссовой кривизны (рис.27). Распределенная нагрузка 
( ) ' ''0 0q , q q 1 sin b
piβ   α β = + −   
   
, где '0q  – неизменяющаяся часть на-
грузки, ''0q  – давление воды, изменение которого обусловлено формой 
поверхности, а именно ' ''0 0 0q q q= +  (21). В табл.13-17 даны коэффици-
енты приведения следующей нагрузки *k  (24) к равномерно распреде-
ленной. В расчетах варьируется толщина оболочки h (10-30 см), уро-
вень нагружения в нижней точке q0 /qк (от 0,5 до 2), где qк – собствен-
ный вес конструкции, высота подъема принята f = 0,076·l. 
 
 Таблица 13 (пролет 8 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,698 0,697 0,696 0,694 0,691 
1 0,697 0,695 0,693 0,689 0,684 
1,5 0,694 0,691 0,687 0,680 0,670 
2 0,690 0,684 0,676 0,665 0,647 
 
 
Таблица 14 (пролет 9 м)            Таблица 15 (пролет 10 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,696 0,695 0,692 0,688 0,682 
1 0,694 0,690 0,685 0,678 0,667 
1,5 0,688 0,683 0,674 0,661 0,641 
2 0,679 0,669 0,653 0,629 0,594 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,697 0,696 0,694 0,691 0,686 
1 0,695 0,693 0,689 0,684 0,675 
1,5 0,691 0,687 0,680 0,670 0,656 
2 0,684 0,676 0,665 0,647 0,620 
Рис.27 





Таблица 16 (пролет 11 м)                            Таблица 17 (пролет 12 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,695 0,692 0,688 0,682 0,673 
1 0,690 0,685 0,678 0,667 0,651 
1,5 0,683 0,674 0,661 0,641 0,611 
2 0,669 0,653 0,629 0,594 0,541 
 
Рассмотрим далее деформирование квадратной в плане оболочки 
(a=b=l) двоякой гауссовой кривизны эллиптического типа, распределе-
ние нагрузки без учета деформирования на которую (рис.28): 
( ) ' ''0 0q , q q 1 sin 1 sin
a b
piα piβ      α β = + − −      
      
, где '0q  – неизменяю-
щаяся часть нагрузки; ''0q  – давление воды, изменение которого обу-
словлено формой поверхности (21). В расчетах варьируется толщина 
оболочки h (10-30 см), уровень нагружения q0 /qк (от 0,5 до 2), где qк –
собственный вес конструкции, высота подъема f = 0,123·l. В табл.18-22 
даны коэффициенты приведения *k  (24) равномерно распределенной 
нагрузкой к заданной. 
 
 
 Таблица 18 (пролет 8 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,618 0,617 0,616 0,614 0,611 
1 0,617 0,615 0,613 0,609 0,604 
1.5 0,614 0,611 0,607 0,600 0,590 
2 0,610 0,604 0,596 0,585 0,567 
 
 
Таблица 19 (пролет 9 м)            Таблица 20 (пролет 10 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,617 0,616 0,614 0,611 0,607 
1 0,615 0,613 0,610 0,605 0,597 
1,5 0,612 0,608 0,602 0,592 0,579 
2 0,605 0,598 0,587 0,570 0,546 
 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,696 0,693 0,690 0,685 0,677 
1 0,692 0,688 0,682 0,673 0,659 
1,5 0,685 0,678 0,667 0,651 0,626 
2 0,674 0,661 0,641 0,611 0,567 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,618 0,617 0,615 0,613 0,609 
1 0,616 0,614 0,611 0,607 0,600 
1.5 0,613 0,610 0,604 0,596 0,585 
2 0,607 0,601 0,592 0,577 0,556 
Рис.28 




Таблица 21 (пролет 11 м)           Таблица 22 (пролет 12 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,617 0,615 0,613 0,609 0,604 
1 0,614 0,611 0,607 0,600 0,590 
1,5 0,610 0,604 0,596 0,585 0,567 
2 0,601 0,592 0,577 0,556 0,524 
 
Рассмотрим деформирование квадратной в плане оболочки 
(a=b=l) двоякой гауссовой кривизны параболического типа, распреде-





16q a bq , q
2 2a b
   α β = + α − β −   
   
, где '0q  – неизменяющаяся часть 
нагрузки; ''0q  – давление воды, изменение которого обусловлено фор-
мой поверхности (21). В табл.23-27 даны коэффициенты приведения 
*k  (24) равномерно распределенной нагрузкой к заданной. В расчетах 
варьируется толщина оболочки h (10-30 см), уровень нагружения q0 /qк 
(от 0,5 до 2), где qк – собственный вес конструкции, высота подъема 
f=0,106·l. 
 




Толщина оболочки, см 
 30 25 20 15 10 
0,5 0,668 0,667 0,666 0,664 0,661 
1 0,667 0,665 0,663 0,659 0,654 
1,5 0,664 0,661 0,657 0,650 0,640 




Таблица 24 (пролет 9 м)            Таблица 25 (пролет 10 м) 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,667 0,666 0,664 0,661 0,657 
1 0,665 0,663 0,660 0,655 0,647 
1,5 0,662 0,658 0,652 0,642 0,629 
2 0,655 0,648 0,637 0,620 0,596 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,617 0,616 0,614 0,610 0,605 
1 0,615 0,612 0,608 0,603 0,594 
1.5 0,611 0,606 0,599 0,589 0,573 
2 0,603 0,595 0,582 0,563 0,535 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,668 0,667 0,665 0,663 0,659 
1 0,666 0,664 0,661 0,657 0,650 
1,5 0,663 0,660 0,654 0,646 0,635 
2 0,657 0,651 0,642 0,627 0,606 
Рис.29 




Таблица 26 (пролет 11 м)           Таблица 27 (пролет 12 м) 
 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,667 0,665 0,663 0,659 0,654 
1 0,664 0,661 0,657 0,650 0,640 
1,5 0,660 0,654 0,646 0,635 0,617 
2 0,651 0,642 0,627 0,606 0,574 
 
Описанный метод в совокупности с алгоритмами оценки точно-
сти нагружения открывает широкие возможности внедрения совре-
менных подсистем АСНИ в строительную практику. 
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ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ УПРОЧНЕНИЯ КОНСТРУКЦИОННОГО  
(ТЯЖЕЛОГО) БЕТОНА ПРИ ОСЕВОМ МЕСТНОМ СЖАТИИ 
 
На основе обобщения физики процесса упрочнения тяжелого бетона при местном 
сжатии, достаточно хорошо изученного экспериментально за последние 80 лет, предла-
гается физическая модель и методика количественного определения коэффициента уп-
рочнения bϕ  конструкционного бетона при осевом местном сжатии в рамках разрабо-
танной В.Н.Рудаковым теории скольжения микрополяризованной среды для простого 
статического нагружения. 
 
На основі узагальнення фізики процесу зміцнення важкого бетону при місцевому 
стиску, досить добре вивченого експериментально за останні 80 років, пропонується 
фізична модель і методика кількісного  визначення коефіцієнта зміцнення  bϕ  конструк- 
Толщина оболочки, см Уровень  
нагружения 
q0 /qк 30 25 20 15 10 
0,5 0,667 0,666 0,664 0,660 0,655 
1 0,665 0,662 0,658 0,653 0,644 
1,5 0,661 0,656 0,649 0,639 0,623 
2 0,653 0,645 0,632 0,613 0,585 
